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( )全体を基本編と応用編に大分類することとした．
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熊本大地震の資料 気
が，この問題は上記 の試算の流れの中で自然に解決の方向を
見出した 目標とした[負荷に共通表示の弾性計算式]は，本格的に作業を開始して
から16年間を経て，基本事項の根幹を更に補強することができたと考える．
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まえがき  
 
(1) 目的 
 
平板の「面外・曲げ負荷」と「面内・引張-圧縮負荷」に対する微小変形弾性計算式は，弾性
力学の代表的な基本計算式の一組であり，常に有効に実用されている．この従来の「弾性計
算式」は，負荷の種類によって異なる型式の，各負荷別の専用計算式となっている．   
 
この各負荷専用の計算式は，簡便で実用的な計算式であることは明白である．その上
で更に，すべての負荷に共通に適用できる簡便な弾性計算式を実用化できれば，工学
的に益するところは大きいと考えた．例えば，構造体の中に配置する平板部材には，
多かれ少なかれ，面内と面外の両方向の力が負荷されることになる．条件によっては，
両方向の力が連動して，予測できなかったトラブルに至ることがあることは，今まで
に体験してきたことである．この種の複数の力の連動問題を多角的に検討するための
実用的資料の一つとして，本書が今後に役立つことを念願するものである． 
 
(2)  経緯  
 
著者は 1956～1984 年の間，民間企業の研究・開発部門に所属した．その後 1985～2002
年の間は大学において，教育・研究・管理の業務に従事した．その両方の職場では，
業務の内容は異なったのであるが，本書の「技術計算式の共通表示」  の問題については，
自分自身の人生の仕事にしてみたいと思うところがあって，何時も関心を持って資料の集積
を続けてきた．  
 
(3) 本書の概要 
 
(3-1) 本書で考えた基本の例題は，大きな平板の中に一個の楕円形の異質部境界が
あり，それが外部から一様に「曲げ」と「引張」を受ける時の境界近傍の弾性変化の
問題である．この範疇の中で，「一様平板」及び「境界縁自由板」と「境界縁固定板」
の 3 者は特殊の境界条件を持つ平板であり，これらに対する専用計算式は既に完成さ
れていて，多くの適用実績がある．本書では先ず，これら３条件に対する専用式を根
幹 にして，各専用式の必要個所に「負荷係数，境界係数，ねじり/せん断係数」等を
配置し，そこから必要な枝葉を伸ばして network を広げる方法により，「面外問題」
と「面内問題」に共通形の微小変形弾性計算式の構築を模索した．  
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（3-2) 上述した 3 条件に対する従来の「面外」と「面内」の各計算式は，外見上の
形はかなり大きく異なっている．これはそれぞれの計算式を導出する過程が異なる
ことが主因と考える．本書では先ず始めにこれらの 3 条件の計算式を例題にして，
「曲げ，ねじり，引張，せん断」のすべての負荷に対する計算過程を統合すること
を検討した．ここで最初に直面した問題は，想定していた以上の難題であったが，
幾多の試行錯誤を繰り返して，上記の 3 条件に対する係数変換型の共通計算式を実
現させることができた．  
 
 (3-3) 上記の「開孔板」等に対する負荷共通計算式に更に必要な解析を加えて，異質
部を持つ「複合平板」にまで拡張して適用できる負荷共通計算式を提示した． 
前記(3-2)の中の「自由縁」と「固定縁」の開孔板は，境界線のところで内部と外部
が物理的に分断されている「不連続境界」である．これに対してこの（3-3）の境界
は，その内部に外部とは力学的性質が異なる弾性板を接合させた境界であり，外板
と内板の相互の弾性挙動を「連続的に流通させて考察することができる境界」であ
る．例えば，この(3-3)の計算式で内部板の剛性を低減させて，あるいはその反対に
増大させて，それぞれの極限として前記の「自由縁境界」あるいは「固定縁境界」
に至る方法で，不連続境界の特性を解析することができる．そのことを，各編の例
題の中に示して，新規の考察を加えた. 
 
(3-4) 本書では「面外問題」と「面内問題」の相互の関連を出来るだけ目に見える  
形で直接に対比することを考えて．両問題の主要な計算式，及び主要な数値計算図  
を，「面外問題」は偶数頁に，「面内問題」は奇数頁に並べて示した． 
 
(4) 終わりに 
 
強度評価の問題に対して，「実験」，「電算解析」，「理論解析」の 3 者を有効に連携
させて活用することが重要であると常に考える．その連携のための参考資料の一
つとして，本書が役立つことができれば幸甚に存ずるものである. 
 
本書は，長岡技術科学大学の関係者からの多大な支援を得て実現できたものである． 
また日常的に，多くの方々から有益な助言と協力を受けた．  
ここに，関係者の皆様に心から厚くお礼を申し上げる次第である．  
 
 2015 年 1 月 
著 者  
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xy xy本編の複合平板の ねじり負荷(m )によるたわみ変形 と せん断負荷( t )によるせん断変形 には
改良型の計算式を適用した． なお，細部において追加説明が必要であり， これについては，続編に
おいて考察を加える．
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改良型の計算式を適用した． なお，細部において追加説明が必要であり， これについては，続編に
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 ( ) 
( )  
1956 1985 ) 
2  3 ]series shell - 1,2,3 
本編の例題に至るまでの経緯
 全ての事象において，「境界部の安定度」が製品全体の品質価値を決めると常に考える．
   企業に勤務していた時期 ( ～ 年 を通して，各種の新製品の安全対策の実務 に参加出
 　来る機会が多く，その様々の現場の中で「境界部の安定対策」の重要性を繰り返し体験した.
　 関連の　, 例を[本 の の中に
c
ⅰ
( ) 2012
2004 10 23 M6.8
   
他
例題として引用した． 
   本編の特集 「境界内力の共通表示計算式」も当時の資料を基にして導出した計算式である．
 この「共通計算式」を地震問題を想定した試算に応用することを考えたのは 2011～ 年で
　あった．　新潟県中越地区大地震（ 年 月 日 ，  ,深度15km；気象庁資料 )の情報を
基にして， 地震による断層の変位という極めて複雑な問題を，微小変形弾
ⅱ
 
2
.
  
性力学の範囲内に単純
  化して考察を行った．
　
(  今回の例題において，特に注力して検討した事項は次のことである．
    計算式，計算図，解説等　を出来るだけ簡潔，平易の形で表す.
　具体的な目標としては，例えば,結論となる　数式，数値,グラフ 等の説明を，　次元方程式の計算等の
　基本的な考え方に集約して，出来るだけ目に見える形で内容を説明してみたいと考えた　
　試行錯誤を繰り返してい
ⅲ)
. 2 p 41 ~ 67)
るところであるが，その中で前記の目標に向かって，その線上にまで進める
  ことがことが出来たと考える を (  に例示して解説を加えることができた．2 例 第 章 
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複雑な境界線変化を簡便に説明するための一案として，記号による説明
： 
　 この第
ⅱ
yt
eq
a
 .
  
-  :  (R1+R2 .
                         (R1) + R2
  
 
  
1 2R 1 b R 2 b　
1章では下記の , , の記号を多用した 
　　外部板( )の境界縁 と内部板( )の境界縁 が境界条件の変化によって移動する過程
　　を下記のように記号を用いて表すこととした．
　　
　 状態 ）の複合平板が 外力 を受けて, 境界内力　 を発生している定常状態．
が受ける負荷 ：(
ⓐ ⓑ ⓒ
ⓐ ② ①
② ① )
-  :  
. 18 37
   1 2b b
p
受ける負荷
　 状態 境界断面が破断して内力 は消失し，(R1)板は負荷 のみ，(R2)板は無負荷状態．
　 （ ）： の過渡的変化時の( )縁と( )縁の移動値を推算する．
　　 ～　　に使用例を示す．
①
ⓑ ① ②
ⓒ ⓑ ⓐ ⓐ ⓑ
y t
y
(t 2 S )
yu
y t
h1 1 1 E , ,
(a,0) x
( 0 ,b)
 ( )   [t2S]　例 自由縁開孔板 (模式図)
b yb + u
( t 2 S )
y
u一般に， ≪ b
( )  . 17 fig p. 境界変位値(説明図）
 
 
 
  
 
 
 
 
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case by case
，
的
y
外力による 変位量 ( u の値は 楕円形境界の
形状の実寸法(a ,b)に比べると，一般 には桁違い
に小さい．このため，変位後の形状を実寸に近い形
で図示説明することはは難しい場合が多い．
本編では以降に示すように，  で,複数の
変位説明図を試用してみた．
)
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ⅲ) 考察 負荷（ と ）に対する境界線移動の特徴について：
　　本書では,[( ) 直角座標系]を標準にして，変位と応力の解析を行っている
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　( , の変位計算では，板全体の剛体回転変形の項を導入する
　　　　　　必要があり，問題が複雑になる． 次頁参照
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ⅱ異なる負荷，例えば において，前表 check-2 ① ② 値が と とで大きく異なる
    のは，変換係数　 ) 　 の影響が大きい．
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　　 加えて，対角線方向への境界線のすべり移動の影響が大きいと考る.
  　ⅳ 前頁(a)の資料は境界線上の特定点のみの移動現象を主体にして
     試算したものである. 下図参照）
     実際には，多くの要因が相互に影響を及ぼす複雑な問題
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であるため，
     更に総合的計算を行って,   定量的要因分析法の検討が必要である
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table(p.36)_check-4 にみられるように，境界線移動のパラメ タ の一つと考える[ 値]は，関係
因子の影響を受けて，かなり複雑に変化する傾向がある． はその[ 値]の定量解析法の検討例
の一つであり，ここで負荷 において ＝ になる（ 値）と（  値）の組み合わせ例は次のよう
に示されたことが示さ
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等に 化することによって，
簡潔に説明できる場合がかなり多い．
続編の中で,適宜 説明を加える予定である．
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複雑な弾性ばね系を単純化して
2本の並列ばね系モデルに置き換える．
(1.4.3) その他：簡易図示法の例
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t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 )
b / a (β1) (β0) (α2) (α1) (α0) B C ( G t )
0.0001 9.0155E-06 0.00018201 0.000351 0.99997901 0.000091 2848.9174 0.25926 4.5501E-05
0.001 9.1546E-05 0.00182091 0.00351 0.999791 0.00091 284.81467 0.25926 0.00045514
0.01 0.0010555 0.018291 0.0351 0.998 0.0091 28.403127 0.25926 0.00456355
0.01 0.0010555 0.018291 0.0351 0.998 0.0091 28.403127 0.25926 0.00456355
0.02 0.002426 0.036764 0.0702 0.9962 0.0182 14.156667 0.25926 0.00915383
0.022 0.00273843 0.04048044 0.07722 0.995864 0.02002 12.861375 0.25926 0.01007504
0.1 0.02545 0.1911 0.351 0.989 0.091 2.7486094 0.25926 0.04676408
0.2 0.0878 0.4004 0.702 0.998 0.182 1.3079513 0.25926 0.09561411
0.21 0.0962955 0.422331 0.7371 1 0.1911 1.2384409 0.25926 0.10058678
0.3 0.19305 0.6279 1.053 1.027 0.273 0.8158884 0.25926 0.14584605
0.5 0.55625 1.1375 1.755 1.145 0.455 0.3988604 0.25926 0.24793855
0.7 1.16305 1.7199 2.457 1.343 0.637 0.1959632 0.25926 0.34961985
0.9 2.06145 2.3751 3.159 1.621 0.819 0.0630929 0.25926 0.44997631
1 2.635 2.73 3.51 1.79 0.91 0.0094967 0.25926 0.49976696
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- ( 0.3)  1 1(b) ym
m y ( 0.3, 0.3 ) m y  ( 0.3, 0.3 ) m y  ( 0.3, 0.3 ) m y  ( 0.3, 0.3 ) my  ( 0.3, 0.3 )
b / a (β1) (β0) (α2) (α1) (α0) B C ( G m )
0.0001 3.54878E-06 7.17061E-05 3.58485E-05 0.3939548 0.000091 10989.2 2.53846 0.0001155
0.001 3.57878E-05 0.00071788 0.000358485 0.3940934 0.00091 1099.08 2.53846 0.00115481
0.0086 0.000329779 0.006233243 0.00308297 0.3952898 0.007826 127.949 2.53846 0.00991946
0.0087 0.00033391 0.006306514 0.003118818 0.3953058 0.007917 126.48 2.53846 0.01003465
0.01 0.000388227 0.007260697 0.003584848 0.3955152 0.0091 110.058 2.53846 0.01153175
0.05 0.002654167 0.038123485 0.017924242 0.4026061 0.0455 22.1081 2.53846 0.05733591
0.07 0.004248045 0.054646879 0.025093939 0.4066242 0.0637 15.8094 2.53846 0.08008038
0.08 0.005168485 0.063181576 0.028678788 0.4087515 0.0728 13.8374 2.53846 0.09142241
0.088 0.005966272 0.070140373 0.031546667 0.4105101 0.08008 12.5809 2.53846 0.10048397
0.2 0.023557576 0.179793939 0.07169697 0.4404242 0.182 5.47765 2.53846 0.22700692
0.75 0.380028409 1.049602273 0.268863636 0.7307576 0.6825 0.87975 2.53846 0.94025468
0.788 0.427393339 1.130031161 0.282486061 0.7596192 0.71708 0.76889 2.53846 1.00019385
0.8 0.44310303 1.155975758 0.286787879 0.7689697 0.728 0.73526 2.53846 1.01946924
1 0.762272727 1.626969697 0.358484848 0.9415152 0.91 0.24772 2.53846 1.36467919
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t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 ) t y  ( 0.3, 0.3 )
b / a (β1) (β0) (α2) (α1) (α0) B C ( G t )
0.0001 9.0155E-06 0.00018201 0.000351 0.99997901 0.000091 2848.9174 0.25926 4.5501E-05
0.001 9.1546E-05 0.00182091 0.00351 0.999791 0.00091 284.81467 0.25926 0.00045514
0.01 0.0010555 0.018291 0.0351 0.998 0.0091 28.403127 0.25926 0.00456355
0.01 0.0010555 0.018291 0.0351 0.998 0.0091 28.403127 0.25926 0.00456355
0.02 0.002426 0.036764 0.0702 0.9962 0.0182 14.156667 0.25926 0.00915383
0.022 0.00273843 0.04048044 0.07722 0.995864 0.02002 12.861375 0.25926 0.01007504
0.1 0.02545 0.1911 0.351 0.989 0.091 2.7486094 0.25926 0.04676408
0.2 0.0878 0.4004 0.702 0.998 0.182 1.3079513 0.25926 0.09561411
0.21 0.0962955 0.422331 0.7371 1 0.1911 1.2384409 0.25926 0.10058678
0.3 0.19305 0.6279 1.053 1.027 0.273 0.8158884 0.25926 0.14584605
0.5 0.55625 1.1375 1.755 1.145 0.455 0.3988604 0.25926 0.24793855
0.7 1.16305 1.7199 2.457 1.343 0.637 0.1959632 0.25926 0.34961985
0.9 2.06145 2.3751 3.159 1.621 0.819 0.0630929 0.25926 0.44997631
1 2.635 2.73 3.51 1.79 0.91 0.0094967 0.25926 0.49976696
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m y ( 0, 0 ) m y  ( 0, 0 ) m y  ( 0, 0 ) m y  ( 0, 0 ) m y ( 0, 0 )
b / a (β1) (β0) (α2) (α1) (α0) B C ( G m )
0.0001 1.667E-09 6.66767E-05 3.33333E-05 0.3333333 0.0001 10000 3 0.00015
0.0067 7.58192E-06 0.004511557 0.002233333 0.3333483 0.0067 149.25 3 0.01004989
0.007 0.000008281 0.004715667 0.002333333 0.3333497 0.007 142.854 3 0.01049987
0.06 0.000672 0.0436 0.02 0.3345333 0.06 16.6342 3 0.08993261
0.067 0.000848421 0.049155667 0.022333333 0.3348297 0.067 14.8888 3 0.10040821
0.05 0.000458333 0.035833333 0.016666667 0.3341667 0.05 19.9733 3 0.07495976
0.1 0.002 0.076666667 0.033333333 0.3366667 0.1 9.94348 3 0.14972539
0.5 0.083333333 0.583333333 0.166666667 0.4166667 0.5 1.64286 3 0.74439642
0.66 0.168432 0.8756 0.22 0.4785333 0.66 1.02098 3 0.98959177
0.67 0.175071 0.895566667 0.223333333 0.4829667 0.67 0.98962 3 1.00521045
0.7 0.196 0.956666667 0.233333333 0.4966667 0.7 0.8993 3 1.05229778
0.8 0.277333333 1.173333333 0.266666667 0.5466667 0.8 0.63182 3 1.2118722
0.9 0.378 1.41 0.3 0.6033333 0.9 0.4026 3 1.37562537
1 0.5 1.666666667 0.333333333 0.6666667 1 0.2 3 1.54355958
- ( 0)  1 1(c) ym
- ( 0.3)  1 1(b) ym
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t y  ( 0, 0 ) t y  ( 0, 0 ) t y  ( 0, 0 ) t y  ( 0, 0 ) t y ( 0, 0 )
b / a (β1) (β0) (α2) (α1) (α0) B C ( Ｇ t )
0.0001 1.5001E-08 0.00020001 0.0003 1.00000001 0.0001 3333.33332 0.333333 5E-05
0.001 0.000001501 0.002001 0.003 1.000001 0.001 333.333167 0.333333 0.0005
0.01 0.000151 0.0201 0.03 1.0001 0.01 33.3316584 0.333333 0.004999876
0.02 0.000608 0.0404 0.06 1.0004 0.02 16.6633003 0.333333 0.00999902
0.021 0.000670761 0.042441 0.063 1.000441 0.021 15.8694795 0.333333 0.010498867
0.1 0.016 0.21 0.3 1.01 0.1 3.31587302 0.333333 0.049887996
0.2 0.068 0.44 0.6 1.04 0.2 1.63030303 0.333333 0.099211729
0.3 0.162 0.69 0.9 1.09 0.3 1.05458937 0.333333 0.147696816
0.5 0.5 1.25 1.5 1.25 0.5 0.56666667 0.333333 0.24231074
0.7 1.078 1.89 2.1 1.49 0.7 0.3292769 0.333333 0.335370836
0.8 1.472 2.24 2.4 1.64 0.8 0.2452381 0.333333 0.382037806
0.9 1.944 2.61 2.7 1.81 0.9 0.17381865 0.333333 0.429129324
1 2.5 3 3 2 1 0.11111111 0.333333 0.476833625
- ( 0)  1 1(c) yt
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面内変形問題では（ , に関係しない定数 前頁参照)
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: 境界変位の一般式
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,外力( )
＝
 
：　
　 ：　
既出
既知 仮定
境界形状
条件 
一様平板
目的
（ ）理論式適用による数値計算図の整理 : ねじり負荷 とせん断負荷
代表例による整理内容の説明 に説明を追加
xy
xy
xy y
t
t
m t

 
. -
   
 
 
  



 
  
 
1
1
2 1 x
t4
Aft
t1
Befo
1
re
t
e
2 2
1
r
eq. (p. 38)                                    p 49   
x ( ) = a cos4(K) (b / a)
y ( ) = b sin1 + (K) 1 - (b / a)
x ( ) = x ( ) + u (
    
tan(2 )
と
 　 ；　　 　
　
  
負荷前 負荷後の境界線の変化量 方向と大きさ の推定
③計算式
 ②①
;
;       
[

 
    
 


 
 
 
 
 
   
   
     

   
        
   
1
t1
x t1
2 1 y y t1
11x 11x
1
12y
tan(2 )
     (K)
u ( ) = (K) b sin)
        
y ( ) = y ( ) + u ( ) u ( ) = (K) a cos
0.2880
= 0.64
=
94
6
32
0.2 
　   
[計算値-1] 計算値-2]
 
③ ④
① ⑤ ⑥

 
 
  
(rad)
1112y
= 16.5005°
+ π / 2 = 106.5005
⑦
fig. ( p. 60 )
Before
After
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⑤
t I S b / a = 0.5 G t = 1 (K) (r1 ) = 1 + ν1 ν2＝ν1 = 0.3 tan(2φ）
0.2 1.3 0.649431747
A B C D E F G H I J K
（r1） φ1(rad) φ1(deg) (x1) (y1) (x2) (y2) （ａ2）/（ｂ2） θ2 (rad) θ2 (deg)
φ 11x 1.3 0.28799 16.5004867 0.958817322 0.14201174 0.995740376 0.391304248 1.069868175 0.37443847 21.4537442
φ 12y 1.3 1.85878 106.5004867 -0.284023489 0.47940866 -0.159377237 0.405562554 0.43575462 1.9452348 111.453744
⑥ (r1) ⑦ ⑦ ⑧ ⑧ ⑨ ⑨ ⑩ ⑪ ⑪
fig. ( p. 39 )
table ( p. 39 )  計算値 No. ⑤～⑪ を記入 
 
 
 
 
 
 
[ ( ), ( )] ( )[ ( ), ( )] ( )
    ;    
[ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )
O a ( ) ( )
O b ( ) ( )
x yx y
x y x y
x y
x y
    
     
 
 

    
  
       
  
 
   
2 11 2 11 111 11 1 11 11
1 12 1 12 12 2 12 2 12 12
2 2
2 2 11 2 11
2 2
2 2 12 2 12
[計算値-1] [ ]
③②
② ③
計算値-2
   
⑧ ⑨
⑩
 
 
( ) tan ( ) ( )
 ;    
( ) tan ( ) ( )
y x
y x
   
   


 
 
  
1
2x 11 2 11 2 11
1
2y 12 2 12 2 12
 
 ⑪
fig. ( p. 61 )
61
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   
   
   
2 2 1 1
xy
t
t
fig. p.62 -1           p.62 - 2      p.63 -1  
(b) G = E h ) / (E h )
t b / a        1          0.5             0        
G = 1
　 （ 　　　　　　　　　 　
　　 　 　　 
一様平板　：　
条件 数値計算図
負荷（せん断）: 
 
- 2 fig. ( p. 62  )
fig. ( p. 62-1 )
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t I S b / a = 1 G t = 1 (K) = 0.2 (N )= 1 + ν1 ν2＝ν1 = 0.3 tan(2φ）
1.3 [+∞]
A B C D E F G H I J K
（Ｎ） φ1(rad) φ1(deg) (x1) (y1) (x2) (y2) （ａ3）/（ｂ3） θ (rad) θ (deg)
φ 11 1.3 0.7854 45 0.707106781 0.70710678 0.890954544 0.890954544 1.26 0.78539816 45
φ 12 1.3 2.35619 135 -0.70710678 0.70710678 -0.523259018 0.523259018 0.74 -0.7853982 135
t I S b / a = 0.5 G t = 1 (K) = 0.2 (N )= 1 + ν1 ν2＝ν1 = 0.3 tan(2φ）
1.3 0.649431747
A B C D E F G H I J K
（Ｎ） φ1(rad) φ1(deg) (x1) (y1) (x2) (y2) （ａ3）/（ｂ3） θ (rad) θ (deg)
φ 11 1.3 0.45755 26.21570399 0.897137325 0.22087588 0.954565054 0.454131586 1.057085588 0.44405775 25.442635
φ 12 1.3 2.02835 116.215704 -0.44175176 0.44856866 -0.32512391 0.333713204 0.46590778 2.01485408 115.442635
t I S b / a = 0 G t = 1 (K) = 0.2 (N )= 1 + ν1 ν2＝ν1 = 0.3 tan (2φ）
1.3 [0]
A B C D E F G H I J K
（Ｎ） φ1(rad) φ1(deg) (x1) (y1) (x2) (y2) （ａ3）/（ｂ3） θ (rad) θ (deg)
φ 11 1.3 0 0 1 0 1 0.26 1.033247308 0.25436806 14.5742162
φ 12 1.3 1.5708 90 6.12574E-17 0 6.12574E-17 1.59269E-17 6.32941E-17 1.9452348 104.574216
( ) 
  
 
   1   0.5    0       
62 1 62 2   63
t
G 
 
  
sheet (copy)
= 1
N
table (p.63)
b / a
fig. o.
　 　
 　
　
(一様平板 ）
せん断負荷
数値計算 
xy
t

fig. ( p. 63 )
t a b l e ( p. 6 1 )　 参 照　 　 
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 
 
  
M m 2 2
2 2 1 1 2 2 1 1
xy
t
fig.       p.64 -
(c)  G = E h ) / (E h ) G = E h ) / (E h )
G         :      0            0.5            1               2          {  } m
No.b / a = 1
　 （ 　　　　　  , （ 　　　　　　　　　
　　
　　 　 
:：円形境界
条件 
負荷  : 
 
xy
m
m

 0
 
 
 1     p.64 - 2    p.66 -1    p.66 - 2    変位
fig. ( p. 64-1 )
fig. ( p. 64- 2 )
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 
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xyt
xy 2 2 1 1
xy
t
t
fig.       p.65 -1     
(c)  t G = E h ) / (E h )
t G         :      0            0.5            1           2            {  } 
No.b / a = 1
　      　　　　　    ,  （ 　　　　　　　　　
　　
　　 　 
:：円形境界
条件
負荷  : 
 

0
 
 
 p.65 - 2    p.67 -1    p.67 - 2    {  変位 ｝
fig. ( p. 65-1 )
fig. ( p. 65- 2 )
 66 （ plate – 7 ）   
               
 
  
fig. ( p. 66-1 )
fig. ( p. 66- 2 )
M
  (c) 続き
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fig. ( p. 67 -1 )
fig. ( p. 67 - 2 )
T
  (c) 続き
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(2.2.2) 
（mxy , txy）
計算式解説-1 
 
 
 
  
O
b
x
y
 1
a
( , )0 0x y ①.1
( ,  )1 1x y ①.2.1
 
1
1
    
2.2.1
 (1)  
cos
1.1 .1
sin
1.2
cos
.2.1  1
sin
x a
y a
x
x ya
  
y a b
b




  
 
  
 
   
         
 
xy xy
xy
0
0
2 2
1 1
2 2
t m
[2 - 2] 
せん断
基本事項 
基本円
楕円形境界
　と 　
（ ） ・
　
 （ ） 　　
 （ ） 
　　　 　；  　 
「面外・ねじり」「面内・せん断」 と に対する計算式
「 面内 」
①
負荷前の
① ①
t
2.2
(2) . 125
( ) ( )
(2.1) ( )    ;   ( )  .1
 
    (2.2)  
( ) ( )
( )    
a N a Ny x
u x y u x y
E h a E h a
a a N
K
E h

  
    
 
 


(t 4) (t 4)
1 1
x 1 1 y 1 1
1 1 1 1
1 1
t t
t
t
p境界に発生する変位 
計算式の共通表示
記号の導入
　 　 （ 　参照）
　 　 , , 　
　：　
         ：　 ,　
負荷によって
②
xy xy
xy xy
t t
t t
( ) .2
.1 ( )  K ( / ) ,   ( )  K ( / ) .3
 
2.3   ,    1  .4
 (t
       
K N K
E h
u x y y a u x y x a
E h
N G k
E h
 
   
 
 
     
 
  
 
(t 4)
(t 4)
t 4
1 1
x 1 1 t 4 1 y 1 1 t 4 1
2 2
t
1 1
t t
t
の共通表示式  :
境界条件別の の値
　
　　　　 　　 , ,
　（ ）　 　 　 　　；　 　　　　　        　　　 　
　
②
② ②
②t
 
1&
0
(4 ) (1 )
4)                  
(4 1 ) (1 )
 (t1S)    (1 )
 (t2S)    4 4
(t3S)    
G
G
k
N
G k
N N
N N k
N N
 

 

 

 
 
    
   
    
 
2 1
(t 4) t 2
t 1 2
(t1S ) (t 4)
2
(t2S ) (t 4)
t
(t3S ) (t
t
t t
t t
t t
複合平板
一様平板
開孔板
境界縁固定板
　　　：
　　 　　　：
　 　 　　　　　：
　　 ：
t
t
t
t4 t4
           .5
0
(3) :    ,  )
( ) ( )
        cos  K sin    ;    sin K cos              
G
x y
x yb b
a a a a
 
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
 4)
2 2
2 1 2
1 1 1 1
  
変位後の境界形状 境界の座標値(
　②
③
t 
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  2 2(4)  R R ( ) , a ,b )
( ) ( K ) ( K ) (1 K ) ( ) 4K ( )               
(1 ) ( ) 4 ( )
x y
R x y x y y x x y x y
d K x y K x ydR
dx dx

            
    
 
2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 t 4 1 1 t 4 1 t 4 1 1 t 4 1 1
2 2 2
t 4 1 1 t 4 1 12
1 1
max min　 （ ） ,（ ） から楕円境界 , の長軸 単軸の方向（ ）と大きさ（ を算定する．
④.1
(1 ) 2 2 4 .2
2 2( )
 0 ( .2)
  (1 K ) 1 2K 0                
dy dy
K x y K y x
dx dx
x y dy dy xd b
dx dx dx ya b a
b b
x y y x
a a
   
          
   
 
      
   
            
   
2 1 1
t 4 1 1 t 4 1 1
1 1
2
1 1 1 1 1
2 2 2
1 1 1 1
2 2
2 2 2
t 4 1 1 t 4 1 12 2
に代入して整理する．
④
① 2.2
④
                                     .3
.3 .1 ( )
4 K 4 Ksin 2 ( / )
  tan(2 )             .4
cos 2(1 K ) (1 K ) 1 ( / )
5
( )
ab b a
a b b a




 
    
   
t 4 t 41
12 2 2 2 2
1t 4 t 4
 を で表す
初期値
　 ．
　　 　　　　　　
（ ）　　
　
　
④
④ ② により変数
④
(t1S) 一様平板の例題による計算法のまとめ
ⅰ
(t 4)
(t 4)
/ 0.5 0.3 1+ 1.3 1
  .1 
( ) 0.2 K ( ) 0.26
( ) .4
4 K ( / ) 4 0.26
  tan(2 ) tan(2 )
(1 K ) 1 ( / ) 1 0.2
b a N k
a
K K N
E h
b a
b a
  
 
      
 
 
      
 
 
   
  
1 2 2 t
t 4
1 1
t 4
1 12 2
t 4
t t
与える数値：
仮定値
計算式
　 　,　 　，　 （ ） 　,　 　
　
　　　：　　
（ ）
（
⑤
ⅱ ④ の計算例
xyt
(rad.) (deg .)
(rad.) (deg .)
(0.5)
0.6494317  .2
6 1 (0.5)
   (1 / 2) ATAN(0.649431) 0.2879878 16.500487             .3
              / 2           1.8587841 106.50045   
 
  
 
   
 

    
    
1
1
2 2
1 11
1 12 11
）
0≦ ≦ /2
/2≦ ≦
⑤
⑤
( )
          .4
2.2.2
2.2.1  
 (4 ) (1 )
1 N
(4 1 ) (1 )
               
a kE h
G k
E h E h G k

 
  
   
   
    
t 4 t 22 2
t
1 1 1 1 t 1 2せん断
面内せん断 菱形 変形 計算式
面内
(一定）
（ ） 外・ねじり 問題の計算式
　（ ） （ ） に 次の を適用することができる，．
  :　 　  　  　　 　 　
⑤
「 面 」xy
m
xy
xy t
t
t
t
係数変換関係
( )
                                                                                       
12 1+ (4 ) (1 )
       N
3+ (4 1 ) (1 )
m
m
a E h k
G k
G kE h E h
 
  


   
   
    
3
m 42 2 1 m 2
m3 3
1 m 1 21 1 1 1
ねじり
面外
 :     　  
xy
xy
m
m
  


 
 
 
 
 
 
⑥
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xm
(m4)
xβxm
[ ]R1
hole
(m4)
xβ
(m 4)
yβ
(m4)
yβ
(m4)
xβ
(m4)
xβ
(m4)
yβ
(m4)
yβ
ym
ym
)R2(
     :  1 1 1E  , ν  , h1  R 　外部板 :     2 2 2E  , ν  , h(R2) 　内部板
m
m
m
1
3
     
(1 )
2 1
3
E h
G
E h
k
k




 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
3
2 2
3
1 1
1
1
1
1
  
 
(m4) (m4) (m4) (m4) (m4) (m4)
( ) m
m m m m 1 m m m( )
( ) m
m m m( )
   
          ;    
      
 1 2 1 2 2 1 ( ) (2 1)
 2 1 1 2 1
       
p m p m q m q m
G b a
p k k G k G k G
a b
G a
p k k G
b
 
 
        
 
   
          
    
 
     
  
m4
2m4
m4
m4
 x x x y y y x x y y
x
y  
   
  
m 1 m m m
( ) m
m m m m 1 m m m( )
( ) m
m m m m 1 m m m( )
( )
m
2 ( ) (2 1)
 2 1 1 2 1 2 ( ) (2 1)
 1 2 1 2 2 1 ( ) (2 1)
  1 2
a
k G k G
b
G b b
q k k G k G k G
a a
G a b
q k k G k G k G
b a
b
k
 
 
 
  
     
  
    
            
     
   
          
    
  
2
m4
2m4
m4
2m4
m4
x
y
 m m m m m m
  
1 2 ( ) (2 1)
a
G k G G k G
a b
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
    
2
2 1
. ( 70 )eq p.   
 
 
     
 
 
 ) )


  
 

( m  t ) 
( m  t ) 
( m  t ) 
M
(m4) (m4) (t4) (t4)
a
3
[ 3 -1 ]
(3.1.1) 　
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  M T   (c) 　基本計算式の数値計算上の問題点と対策例
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  M T   (c) 　基本計算式の数値計算上の問題点と対策例
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4.2.1 式の確認　
負荷 と負荷 に対する変位境界条件式の への適用
変位共通計算式の一般式
　
（ ）  一様平板 の一様ねじり負荷 による変位計算
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4.2.1
変位境界条件式の　 への適用
変位共通計算式の一般式
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式は,解析の全過程を通して基本的に重要な式である．
　この中で, 　 式は，( )に示したように，変位と合応力の両方の境界条件をすべて満たして
　いる式であり，理論式として基本的な問題は存在しない.
　 問題点
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( t1β ) ( t1β )(t1β ) (t β )
.
sin
( ) ( / ) (2 ) (2 1 ) cos
 [t1β ]  : ( ) ( ) ( ) ( )
        
xy
D P b a k k
a t
u P j u P C P j D P
E h
  

 



    
        


       
   
01 t t 1
1
01 01 01 01
1 1
対角線の方向不変の境界条件を満たさ
ないため,次の剛体回転変位項を加える
　　
xy
xy
xy
t x y xy xy
t
   ( t1β ) ( t1β )
( t1(t1 β*) (t β*)
                  ( ) (2 )( ) / sin  ,    ( ) (2 )( ) / cos
[t1S β*] [t1 β] [t1β ]
[t1S β*] ( ) ( )
xyS S
C P k a b a D P k a b a
S
a t
u P j u P C
E h
  

 
       
    

     
 
01 t 01 t
1
01 01
1 1
　　 と置く．
　　 : 
xy xy xy
xy
xy
xy xy
t t t
t x y xy
t
   
S β*) ( t1 β*)
( t1β ) ( t1β )
( ) ( )
                      ( ) (4 1 ) ( / ) sin      ( ) (4 1 ) cos
[t2 ] [t1 ] [t1β *] [t2 ]
[t2 ]
S
P j D P
C P k b a D P k
S S S S
S
    
 
 
  
 
          

01 01
01 t 1 01 t 1,
　　 -  基本加算式により外部板の を算定する．
　　
xy xy xy xy
xy
xy
xy xy
t t t t
t
( t1β *) ( t1β *)(u1β *) (u β *)
( t2 ) ( t2 )
 :  ( ) ( ) ( ) ( )
                     ( ) (4 ) / sin   ,    ( ) (4 ) cos
xy S SS S
S S
t
u P j u P C P j D P
E h
C P k b a D P k 
       
   
    
1
01 01 01 01
1 1
01 t 01 t
xy
x y xy xy
m
xy xy
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( 4) (m4) (m4) (m4)
( 4) ( 4) ( 4) ( 4)
( 1) ( 1)
( )      
12
   ( ) ( ) ( ) sin ( ) cos
   ( )) (
m
xyxy xy xy xy
m m m m
x y xy xy
m m
x y
r m r
i x y j i x y C P b j D P a
E h
i x y j i
 
 
 

         
   
 
01 01 01 01 01 013
1 1
01 01
と置いて，未知項 の , の未知項 を持つ計算式を作成する．
, ,
,
b
①
xy
xy
m
m
 
 ( 2) ( 2)
( )
( ) ( )
12
) (1 ) sin (1 ) cos
12
   ( ) ( ) 4 sin 4 cos
(1 ) sin12
   (1 ) 
m m
x y
x y b j a
E h
i x y j i x y k b j k a
E h
r b j
r r
E h
   
 
 

         
 

        
 
    
      
01 01 1 13
1 1
01 01 01 01 m m3
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m4
1
m4 m4
3
1 1
,
, ,
②
③
① ② ③
xy
xy
xy
m
xy
m
xy xy
xy xy
m
m
m  
 
  
 
 
( )
( )
( )
(1 ) cos
(1 ) 4 sin 4 cos
12 4 (1 ) sin
      4 sin 4 cos
4 (1 ) cos
(
a
r k b j k a
k b
k b j k a r
E h j k a
r E
 
 
 
 
 

  
 
       
 
                   
           
1
m4
m m
m 1 m4
m m3
1 1 m 1
m4
2 2   次に， 未知）を用いて，内部板（ ,
④
xy
xy
xy
xy
m
 
 
( 4) ( 4)
( )
( )
: , ) 
12
( , ) ( , )   (1 ) sin (1 ) cos
12
        (1 ) sin (1 ) cos
 
m m
x y
m
h x y
i x y j i x y b j a
E h
rm
b j a
GE h
r
G
   
   
          
 
        



2 02 02
(m4)
02 0 02 0 2 23
2 2
m4
2 23
1 1
m4
, の変位計算式を作る．
　　
により， を算定する．
β
⑤
  ④ ⑤
 
  ③ ④: 
xy
xy
m
xy xy
xy
  
 
 
 
 
( )
( )
4 (1 ) sin
4 sin 4 cos
4 (1 ) cos 0
                 (1 ) sin (1 ) cos
(4 1 ) (1 ) sin
      
(4 1
m m
m
m
k b
k b j k a G r
j k a
r b j a
G k b
j G k
 
 
 
   
  
                           
 
        
     
   
m 1 m4
m m
m 1
m4
2 2
m 1 2
m
xy
xy
 
 ( )
( )
( 4) ( 4) ( )
(4 ) sin (4 ) cos
) (1 ) cos
(4 )
-
(4 1 ) (1 )
(4 )
(4 1 ) (1 )
m m
m
m
m
m
r G k b j G k a
a
G k
r
G k
G k
r
G k
 
  
 
 
 
 
      
     

   

  
   
m4
m m
1 2
m4 m
m 1 2
mm m m4
m 1 2
. ( 134 1)　上式を整理して次式を得る．　　　 　　　  
　求める は,　　　　 　
xy
xyxy xy
xy
xy
xy
eq p.
m
m -. ( 134 2)　　  　eq p.
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( 4) (t4) (t4) (t4)
( 4) ( 4) ( 4) ( 4)
( 1) ( 1)
( )      
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   ( ) ( ) ( ) sin ( ) cos
   ( )) (
t
xyxy xy xy xy
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x y xy xy
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i x y j i x y C P b j D P a
E h
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 
 
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
         
   
 
01 01 01 01 01 013
1 1
01 01
と置いて，未知項 の , の未知項 を持つ計算式を作成する．
, ,
,
b
①
xy
xy
m
m
 
 ( 2) ( 2)
( )
( ) ( )
12
) (1 ) sin (1 ) cos
12
   ( ) ( ) 4 sin 4 cos
(1 ) sin (1
   (1 ) 
m m
x y
x y b j a
E h
i x y j i x y k b j k a
E h
r b j
r r
E h
   
 
 

         
 

        
 
     
      
01 01 1 13
1 1
01 01 01 01 m m3
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t4
1
t4 t4
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,
, ,
②
③
① ② ③
xy
xy
xy
m
xy
m
xy xy
xy xy
m
m
m  
 
  
 
 
( )
( )
( )
) cos
(1 ) 4 sin 4 cos
4 (1 ) sin
      4 sin 4 cos
4 (1 ) cos
( :
a
r k b j k a
k b
k b j k a r
E h j k a
r E h
 
 
 
 
 

 
 
       
 
                   
           
1
t4
m m
t 1 t 4
t t
1 1 t 1
t 4
2 2 2   次に， 未知）を用いて，内部板（ , ,
④
xy
xy
xy
xy
t
 
 
( 4) ( 4)
( )
( )
, ) 
12
( , ) ( , )   (1 ) sin (1 ) cos
        (1 ) sin (1 ) cos
 
4
t m
x y
t
t
x y
i x y j i x y b j a
E h
rt
b j a
E h G
r
G k b
   
   
          
 
        

 

02 02
(m4)
02 0 02 0 2 23
2 2
t4
2 2
1 1
t 4
t
の変位計算式を作る．
　　
により， を算定する．
β
⑤
  ④ ⑤
 
  ③ ④: 
xy
xy
m
xy xy
xy
  
 
 
 
 
( )
( )
4 (1 ) sin
sin 4 cos
4 (1 ) cos 0
                 (1 ) sin (1 ) cos
(4 1 ) (1 ) sin
      
(4 1 )
t
t
k b
j k a G r
j k a
r b j a
G k b
j G k
 
 
 
   
  

                          
 
        
     
    
t 1 t 4
t
t 1
t 4
2 2
t 1 2
t t 1
xy
xy
 
 ( )
( )
( 4) ( 4) ( )
(4 ) sin (4 ) cos
(1 ) cos
(4 )
-
(4 1 ) (1 )
(4 )
(4 1 ) (1 )
t m
t
t
t
t
r G k b j G k a
a
G k
r
G k
G k
r
G k
 
 
 
 
 
 
      
    

   

  
   
t 4
t m
2
t 4 t
t 1 2
tt t t4
t 1 2
. ( 135 1)　上式を整理して次式を得る．　　　 　　　  
　求める は,　　　　 　　
xy
xyxy xy
xy
xy
xy
eq p.
t
t -. ( 135 2)　  　eq p.
 136 （ plate – 7 ）   
 
  ( )
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( ) ( 4)
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m
m
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m m
m
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m m
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xy xy
G
r y yk
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C P C P
 
 
 
 
 
 
  
   
   
  
   
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2　内部板による境界線変位計算式の確定c
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xy xy xy xy
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   
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    
  
    

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 
       
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xy
m4 m4
01 02
m4 m4
01 02
　　外部板の計算式）　　内部板の計算式）
； ； 
　　
； ； 
境界変位の計算に関しては，外板式と外板式の
何れを用いても同一値となる．　(∵)上記の値が
一致する条件で　 式を算定した．
xy xy
xy xy
r
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m
m
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m
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xy xy
G
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 
 
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 
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2
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2
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内部板による境界線変位 を用いる 　式
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m
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G
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x
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 
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資料
　　外部板の計算式）　　内部板の計算式）
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； ； 
境界変位の計算に関しては，外板式と外板式の
何れを用いても同一値となる．　(∵)上記の値が
一致する条件で　 式を算定した．
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